
 

But utiliser les proj orthogonales pour trouver
x ̅ f 9 Aà 5 dans le cas d'un système
inconsistant j j est la projorthogonale

Projections

j p
de û sur oxy
décomposition de Jet

c à I

Û Ûj 0 1 si j p avec i j

1 vi à is vi vé o

V2v5 0

vi v3 1
SVTVIv35n'estpas orthogonale

2 ni 1 va t es f
Alors 4mi mi té est orthogonale

Remarque c'est aussi une famille libre de R



4M up est lin indépendante

Remarque on a forcément pen

Montrons que nuit plip Ô
n'admet que la solution triviale Soit

α plip M̅

α là lé Üi dplip.tt

α l'lé 11 d'où α l'M̅ Il 0

donc soit ni 0 soit l'til 0

Comme M̅ Hein's 0 et i O

Finalement α Xp O SÛ MT est

lin indép



tés lip est une base de

Spar bein Ip mais ce n'est pas
forcément une base de R pen

1 p 158 lui vi v5 est une base nonorthogonale de123

2 p 158 Mimile est orthogonale de 123

3 La base canonique de 112 est une base orthogonale

e f ligne ej Ê j'ligne
Pour i j E ej O De plus ê à 1

l É 11 1 là 11 1



soit B la base orthogonale
à M tés

vue ci dessus et j i e

oncherche i Ê donc

Û α Mita lâ sets
On peut soit résoudre soit trouver

PEB puis Pej _PB et calculer

Û PBE île On trouve 2ff44
Méthode avec l'orthogonalité

Û Û Idole α lé α ej à 14 43

di Il lé 112

Xi V À
l'Ep 2 et M̅

α T.ci 1 71 4 2
min 1 1

11
α 4



WEW on a

w̅ 21Mt Xptip avec

α w̅ M̅ 1 i p
M̅ tt
Soit 1 i p

co ci Ip hein et ir Mâm

α hier α

Conclusion Avec une base orthogonale on a une

méthode alternative à l'échelonnement

de matrices

ÛER à Ô

IE W W spansûy et PERE

gÜαû
on cherche une décomposition

P dû Ê
avec É I û
Si JE W alors É Ô

Oncherche à déterminer LE R et ÊEWᵗ

Ê Û αÛ Comme à 1 Ê on a

Ê1û Ê û Û tût ie O

V à télé O

Donc α V à EM
ii à



Pour finir α à T'M̅ ié E W

On appelle α à la proj orth de Û Sur W

Notation
proju û EE Û

Ê Û projulil est la composante
de Ûorthogonale

à ù
ÊEWᵗ

V W spans

à 1

Projjil à
1 1
c c

1 111 1

E i proj.lu 1 1 3 ent

lui Il 1 i p

1 et et est une base orthonormale de R

2 vi va t 5 1
vi V2 6 6 0

vi 5 18 8 26 0
fam orthogonale

VI V3 12 12 0 0 on n'ormalise

vill 83721 22 V17 ui YÉ fin etc
l'UE11 V13
l'v5 221 d'où une base ui ui v3 orthonormale



U U In Remarque UTU OUT
Inxml 1mn et engénéral UUIIm

UTU c JI UT p 4
ji UjiUji

JÊ Uj 111 112

UTU ik UT c je JI jiujk
i k

M̅ teh

u
axe

Utu 1 Ia
Donc est une base orthonormale du

spans
UUT Iz

11 UE 11 11El
UE Uv E w̅
UÛ Où 0 ré w̅ 0

Preuve Je suffit de prouver 2

2 w̅ et co En U lui ui

vi Uni lui ein Y lui _un E
n

y



Ê v M̅ j 11ff ÎᵉÎ
Êiriwi Ê Vivi i w̅

Ê û Projuiûsest orthogonal
ÏË Î

à W

minimise la distance et W

min dû coll w̅ EW T proju û 11

Û û Ê avec Ç L avec

à proju i et E Û proju à

proj ô T.li

Eiji
ui ew



W plan Oanxz de base
j orthogonale ui ui

on Wn spansuity
Wz SpanSuzy

y
projurci projulil Û t'V2 avec

m̂ projet III à
m̂ projw.li fi Îû

proju Û 5 à lis J'ép Ûp

ui 1 ni et i l
tés M 2 2 fr 0 M.ir est une base

orthogonale de W Span sûr lizly

Proju Te.us âû a 1 11 û
1 1 E E

Y ait fui 1 f 1
ê 5 projet Ê EW

EEfjerraSoit lui E une autre base

orthogonale de W Calculons

proju i
et
en

11 E
viii 1 1 1



Eu 1
Donc proju û est indépendante de la base 06
choisie

Il w̅ proju i 11 11J w̅ Il WEW

a la distance minimaleentre w̅ et

toutvecteur de W i w̅

Preuve à l'aide du th.de Pythagore
p Ï

11J w̅112 11Û projet5112 F w̅ T projutôt

LÜ 111 projets w̅

W SpansieIIIÉÉÏÉÏ
oncasucisestlevecter
de W le plusproche de

Û

et il est unique



proj i LUI où U M̅ Up

projulil live.lu IF

proju û est comb lin des colonnes de U

Proju III G E
lui eis ô

Uutà À

1 UTU Ip th 62
2 Si W R alors UUT UTU In

U est inversible car les colonnes sont formées de
vect lin indépendants

LEI est

orthogonale

1 déféquivalente une matrice de Mon R inversible

telle que LEUT est dite orthogonale
2 Les colonnes et les lignes de U sont

orthonormales



Soient vi vii ainsi queW Span suivi

vi v21n'estpas une base orthogonale Construisons en lent

W Etapes On pose in M̅ et on cherche

ni ni avec Uzew
Soit Un span Sui

On sait que v2 projlui estorthogonal
à Wn

Ainsi à Je proju.lu est une base orthosone

de W

Etape On pose à z té proju vé

ii 1 à 111 L

Alors Ê est une base orfh.de W

Remarane Ê forme également une
base

orthogonale de W



lui tip
M̅ w̅ et Wr Spanbus

Ma V2 projolyz et We span Seindéc

MJ V3 projplus
ui Up est une base

Up Vp proj Jp
orthogonale deW

Np1
Si onchange l'ordre des vecteursv7 up onobtiendra

une autre base OÙde W

vi a p à

W Span4v5 V2v3 vu

Etape 0 On remarque que V4 V283 Donc

We span I U VI 5 Span4M̅ V254
On vérifie que lui v25 est une base deW

qui n'est pasorthogonale

Etape 1 Un Û et Wi Span tes

Etape Mê V2 projjjal On aura forcémentMIEN

1 1 11 11 1 Et
1 11



Simplifions le calcul et prenonsplutôt uz et
Wr Spar lui n 2

Etape3 MJ V3 proju 5

v3 5 M̅ M̅ 5 M̅ éta
û tes Mites

1
1 1 1 11
1 11 1 11

t 41 1
Poursimplifier onprendraplutôt
us

Remarque Reprenons le calcul de nj avec ui

ii lit Ï ÏÏH E
onobtient la mêmeréponse

Q E Mman R avec colonnes orthonormées et

formant une base de Im A

R EMain IR triangulaire supérieure inversible

et avec des coeff diagonaux strictementpositif



1 Par le th 62 on a Q Q In

Par la th 66 on a QQ 5 proj 5

avec W span 4ai ai span595 sain In A

2 Si AE Man IR alors Qennan R et Q QT

p 1
w̅ à 5

Si W span suiviv54 alors W Jm A R

Etape 1 on orthogonalise lui v2v5 avec le procédéde

Gram Schmidt puis on normalise Q

ui ui mai t ai jui
1

M̅ v7 projuyr où un span et

1 1 11
1 11

1 1 E
d'où ai

le
tjjproj 5

Wa Spar4mi là

u i m̂ Il
as 1

Donc Q la 9595
Etape Trouver R R Q A car



QTA QIQR In R R A
Voirmoodle

AEM man R

But Pour x ̅ 5 incompatible i e 5 Im A on

clerrilee une solution approchée

On a Jm A w̅ ER x ̅ D'avec Ax ̅ Û

Là
caramels ta

A x ̅ soit leplusprochepossible

de 5 Donc

A x ̅ proj est compatible

A InCAl Span4 1 3

1
Si on prend 5 on a 5 Im A

Donc l'és Aà 5 est incompatible

INCA prajg.ch EJnCA

15T on va résoudre

5 proj 5

5
Aoi projonca

et

avec le th.de la meilleureapprox
on a

115 projonc
15111 115511

JEJMCA



x ̅ ER tel que 115 Aâll 115 Aâll

HIER

1 Calculer projpff Pour cela on va avoir besoin

d'une base orthogonale de Im A

2 Résoudre AI proj 5 et trouver x ̅
In A

Il peuty avoir une seule ou une infinitéde solutions

1 Projympa 5
E 2
1

2 Résolvons Ai

iiiEé à t
et on a une infinité de solutions



Calculer projym
5 peut être long car on a besoin

d'unebase orthogonale de Im A

Si A là In EM mn R alors

W span loi ai g Im A

on a Aâ moi FÉÉFINAS
Posons E 5 Aâ

E estorthogonal à In A

Donc on E a 0 1 i n

d'où Ê Un A Ken AT 4.59

Atz ÔEIR IER
nxm

d'où AT 5 Aà Ô

ATÉATAIT
Aà proj

ATA x ̅ ATI



At A x ̅ AT5

Dans cette méthode de résolution iln'est

pas née de trouver une base orth de Im A

1 suite A 5

ATA 1 55 qui estsingulière

5 1 11 155 d'où

x ̅ E ter

On dit que x ̅ est sol au sens des moindrescarrés
mais c'est un ens de solutions

2 A 5

trouver la sol x ̅ avec les 2méthodes








